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Àííîòàöèÿ

Ââîäÿòñÿ àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Òóð÷èíà êàê îáîáùåíèå àëãîðèòìîâ, ââåä¸ííûõ àâ-
òîðîì â [5], è ÿâëÿþùèåñÿ ñóùåñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà ÿçû-
êå ðåôàë-5. Ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé èõ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ðåàëèçàöèè íà ìàøèíå Òüþ-
ðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ. Ýòîò êðèòåðèé íå èñïîëüçóåò îãðàíè÷åíèÿ ïàìÿ-
òè, â îòëè÷èå îò òîãî, êàê ýòî áûëî óñòàíîâëåíî â [3] äëÿ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ ïðî-
ãðàìì íà ÿçûêå ðåôàë-5. Êðèòåðèé îñíîâàí íà ñïåöèàëüíîãî âèäà ðåêóðñèè â ïðîãðàì-
ìàõ, ÿâëÿþùåéñÿ ñóùåñòâåííûì îáîáùåíèåì õâîñòîâîé ðåêóðñèè, ïðåäëîæåííîé Ò. Áîð-
ëàíäîì äëÿ ïðîãðàìì íà òóðáî ïðîëîãå. Ýòî îáîáùåíèå ñâÿçàíî ñ îñíîâíûì òèïîì äàí-
íûõ â ÿçûêå ðåôàë-5, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé äðåâîâèäíî ñòðóêòóðèðîâàííûå òåêñòû
ïîñðåäñòâîì êðóãëûõ ñêîáîê. Äëÿ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà (ñî âñòðîåííûì äèíà-
ìè÷åñêèì èíòåðïðåòàòîðîì) ïðîñòî äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè òåîðåì òå-
îðèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, ïîëåçíûå äëÿ ìàòåìàòèêîâ-ïðîãðàììèñòîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ââîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà, ìîäèôèöèðóþùåå (â îñíîâíîì, óïðîùà-
þùåå, à òàêæå îáúåäèíÿþùåå â åäèíûé àëãîðèòì âñå âñïîìîãàòåëüíûå àëãîðèòìû ñ
ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ âñòðîåííîãî èíòåðïðåòàòîðà) ïîíÿòèå ðåôàë-5 ôóíêöèè, ââå-
ä¸ííîé Â.Ô. Òóð÷èíûì (ñì., íàïðèìåð, [2, 6]), â ÷àñòíîñòè, ïóòåì ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ
íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà À.À. Ìàðêîâà íà äðåâîâèäíî îôîðìëåííûå òåêñòû ñ ïîìîùüþ
ñòðóêòóðíûõ (êðóãëûõ) ñêîáîê. Ââåäåíèå âñòðîåííîãî äèíàìè÷åñêîãî èíòåðïðåòàòîðà
(â òåðìèíîëîãèè Â.Ô. Òóð÷èíà � ðàñøèðåíèÿ âñòðîåííîé ìåòàóíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè),
âû÷èñëÿþùåãî ïðèìåíåíèå ëþáîãî àëãîðèòìà ñ äèíàìè÷åñêè ïîëó÷åííîé åãî çàïèñüþ
ê èñõîäíûì äàííûì, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà Ìàðêî-
âà. Èçâåñòíî, ÷òî íà ïðàêòèêå àëãîðèòìû è èñõîäíûå äàííûå îãðàíè÷åíû ïî äëèíå. Â
ñòàòüå òàêæå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î âàðèàíòàõ ïðîáëåìû ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìîâ
Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ ó÷¸òîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà. Òî÷íåå, äîêàçûâàþòñÿ íèæíèå îöåíêè
äëèíû ïðîãðàìì, ðàçðåøàþùèõ ïðîáëåìó ïðèìåíèìîñòè êîðîòêèõ ïðîãðàìì ê êîðîò-
êèì äàííûì íà ÿçûêå àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà (ñî âñòðîåííûì äèíàìè÷åñêèì èí-
òåðïðåòàòîðîì).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàøèíà Òüþðèíãà, ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ, ðåôàë-5, íîð-
ìàëüíûé àëãîðèòì Ìàðêîâà, êëàññ ñëîæíîñòè FP, ïðîáëåìà ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìîâ
ê äàííûì.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èñõîäíûé ïðèçíàê ýôôåêòèâíîñòè äëÿ
ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà ðåôàëå, áûë ïðåä-
ëîæåí Â.Ô. Òóð÷èíûì. Îí ñîñòîèò â îòñóò-
ñòâèè äóáëèðîâàíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë
(òî åñòü ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà) ïåðåìåííûõ
(êàê äëÿ âûðàæåíèé, òàê è äëÿ òåðìîâ ÿçûêà
ðåôàë). Ýòîò ïðèçíàê áûë óòî÷í¸í àâòîðîì
â [3]. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèçíàê ïîëèíî-
ìèàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ðåôàë-5 ôóíêöèè,
îñíîâàííûé íà âåðõíåé îöåíêå äëèíû àðãó-
ìåíòà å¸ ðåêóðñèâíîãî âûçîâà è íà îòñóò-
ñòâèè å¸ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ â àðãóìåíòàõ
êàêèõ-ëèáî ôóíêöèé.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåêóðñèÿ â âèäå èòåðàöèè
ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåòñÿ íà êîìïüþòåðå. Äëÿ
ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ íà ÿçûêå òóðáî
ïðîëîã Ò. Áîðëàíäîì [8] áûëà ïðåäëîæåíà
õâîñòîâàÿ ðåêóðñèÿ. Íèæå îíà îáîáùàåòñÿ
ïîä íàçâàíèåì ñáîðî÷íàÿ ðåêóðñèÿ è èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ðåôàë-5 ôóíêöèé,
âû÷èñëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øà-
ãîâ íà ìàøèíå Òüþðèíãà.

Ïåðâîíà÷àëüíûå ìîäåëè âû÷èñëåíèé,
ïðèáëèæåííûå ê êîìïüþòåðàì, èìåëè, êàê
ïðàâèëî, ëèíåéíûé õàðàêòåð ïàìÿòè: ìàøè-
íû Òüþðèíãà, íîðìàëüíûå àëãîðèòìû Ìàð-
êîâà, ÐÀÌ, ÐÀÑÏ [1]. Òåîðèÿ ñëîæíîñòè àë-
ãîðèòìîâ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåò ýòè àëãî-
ðèòìû  [7] èëè  àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Ïîñòà
[3]. Â òî æå âðåìÿ, ïðîãðàììèðîâàíèå îáû÷-
íî èñïîëüçóåò íå òîëüêî ëèíåéíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äàííûõ, íî è äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå òåêñòîâ, óäîáíî ïðåäñòàâèìîå, íàïðè-
ìåð, â ÿçûêàõ ñåðèè ðåôàë, ðàçðàáîòàííûõ
Â.Ô. Òóð÷èíûì (ñì. íàïðèìåð, [2, 6]). Â ñòà-
òüÿõ [3, 4] èññëåäîâàíû âàðèàíòû àëãîðèò-
ìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïîñî-
áîâ âåðõíåé îöåíêè ïîëèíîìèàëüíîé ïî âðå-
ìåíè ñëîæíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
öåëåé îáó÷åíèÿ îäíîìó èç ðàçäåëîâ ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíôîðìàòèêè èñïîëüçóåòñÿ ýôôåê-
òèâíî ðåàëèçóåìîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå
àëãîðèòìà, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ îáðàáîòêè
äðåâîâèäíî óïîðÿäî÷åííûõ (ñ ïîìîùüþ
êðóãëûõ ñêîáîê) òåêñòîâ íà îñíîâå ïðàâèë
ÿçûêà ðåôàë-5 ñ äîïîëíèòåëüíûì âêëþ÷åíè-
åì âñòðîåííîãî äèíàìè÷åñêîãî èíòåðïðåòà-

òîðà ýòîãî ÿçûêà. Ñ ïîìîùüþ íåãî êîðîòêî
çàïèñûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì, èã-
ðàþùèé âàæíóþ ðîëü â òåîðèè àëãîðèòìîâ.
Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Òóð-
÷èíà äëÿ îáó÷åíèÿ ïðîãðàììèñòîâ ñïîñîáàì
ýôôåêòèâíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ àëãîðèò-
ìîâ ïåðåðàáîòêè äðåâîâèäíî ñòðóêòóðèðî-
âàííûõ òåêñòîâ.

Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ïîíÿòèé àëãîðèòìîâ
óäîáíî èçëàãàòü è äîêàçûâàòü òåîðåìû, ôîð-
ìóëèðóåìûå äëÿ êîðîòêèõ ïðîãðàìì è êîðîò-
êèõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé àëãî-
ðèòìîâ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ìàøèíà Òüþðèíãà, àëãîðèòì Ìàðêîâà, àë-
ãîðèòì Ìàðêîâà-Ïîñòà, ñáîðî÷íûé àëãîðèòì
Ìàðêîâà-Òóð÷èíà, ñáîðî÷íûé àëãîðèòì
Ìàðêîâà-Òóð÷èíà ñ îõðàíÿåìûìè ïðàâèëà-
ìè è, íàêîíåö, ñáîðî÷íûé àëãîðèòì Ìàðêî-
âà-Òóð÷èíà ñ äðåâîâèäíûìè ïðàâèëàìè, à
òàêæå àëãîðèòì Ìàðêîâà-Òóð÷èíà) ìîæåò
çàâåðøàòüñÿ èçó÷åíèåì ÿçûêà ðåôàë-5, â êî-
òîðîì ðåêóðñèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñóùå-
ñòâåííî íå èòåðàòèâíûì ñïîñîáîì.

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðîâ ïðåäïîëà-
ãàåò, ÷òî ïðîãðàììû, èñõîäíûå äàííûå äëÿ
íèõ, èñïîëüçîâàííûå ïðîãðàììîé ïàìÿòü
è ÷èñëî å¸ øàãîâ ÿâëÿþòñÿ âñåãäà îãðàíè-
÷åííûìè ñâåðõó, íàïðèìåð, ïî äëèíå èõ çà-
ïèñè.

Îäíàêî â òåîðèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ
ïîíÿòèÿ âåðõíèõ îöåíîê è ïàìÿòè, è ÷èñëà
øàãîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî  êîíå÷-
íîãî ÷èñëà èñêëþ÷åíèé (ñì. íàïðèìåð [7]).
Ïîýòîìó ðåäêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ñëîæíî-
ñòè àëãîðèòìîâ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñóùå-
ñòâåííûé èíòåðåñ äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Íî èìåííî òàêèå
ðåçóëüòàòû, îôîðìëåííûå â âèäå äîêàçàííûõ
òåîðåì, ïðåäñòàâëåíû çäåñü.

Íåêîòîðûå äîêàçûâàåìûå â ñòàòüå òåî-
ðåìû ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ óòî÷íåíèÿìè
äëÿ êîðîòêèõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà
øèðîêî èçâåñòíûõ â òåîðèè àëãîðèòìîâ òå-
îðåì, íàïðèìåð òåîðåìû îá àëãîðèòìè÷åñ-
êîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïðèìåíèìî-
ñòè óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà (ñëåäñòâèå 1
òåîðåìû 2).
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1. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Î ÏÈÑÀÍÈß
È  ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

Îïðåäåëåíèå. Ðåêóðñèþ íàçîâ¸ì ñáîðî÷-
íîé, åñëè âñå ðåêóðñèâíûå ïðàâèëà, îïèñû-
âàþùèå ôóíêöèþ, ÿâëÿþòñÿ ñáîðî÷íûìè, òî
åñòü êàæäûé ðåêóðñèâíûé âûçîâ â ýòèõ ïðà-
âèëàõ íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ àðãóìåíòà êàêîé-
ëèáî ôóíêöèè.

Òðàäèöèîííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñáîðî÷íûõ
ïðàâèë íà êîìïüþòåðå âîçìîæíà ñ ïîìîùüþ
ñìåøàííûõ âû÷èñëåíèé. Ýêîíîìè÷íîñòü
ðåàëèçàöèè ýòèõ ïðàâèë ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî
ìîæíî ïîäñòàâëÿòü, à íå õðàíèòü (êàê ïðà-
âèëî, â ñòåêå) êàæäîå çíà÷åíèå êàæäîé ïå-
ðåìåííîé (êàê äëÿ ñèìâîëîâ è âûðàæåíèé,
òàê è äëÿ òåðìîâ) íà êàæäîì øàãå ðåêóðñèâ-
íîãî âûçîâà îñíîâíîé îïðåäåëÿåìîé ôóíê-
öèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò
êëàññó FP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà íà ìàøèíå Òüþðèí-
ãà â ðàìêàõ ïîëèíîìèàëüíîãî îò äëèíû èñ-
õîäíûõ äàííûõ ÷èñëà øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ÿçûêà ðåôàë-5
íàçûâàåòñÿ áåcñòåêîâîé, åñëè îíà íå ñîäåð-
æèò âñòðîåííûõ îïåðàöèé íàä âñòðîåííûì
ñòåêîì  ÿçûêà ðåôàë-5.

Â ÿçûêå ðåôàë-5 âîçìîæíà çàïèñü âëî-
æåííûõ óñëîâèé, ÷òî ìîæåò ïîðîäèòü äåðå-
âî óñëîâèé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñëîâèé ñ
ïðåäøåñòâóþùèì âûðàæåíèåì, âûïîëíåíèå
êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì îäíîãî
èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ âûðà-
æåíèé, íàçîâ¸ì âåòêîé óñëîâèé äëÿ íåãî.

Ëåììà 1. Ïóñòü
1) ñáîðî÷íàÿ áåcñòåêîâàÿ ðåôàë-5 ôóí-

êöèÿ ïðè ñâî¸ì âû÷èñëåíèè âûïîëíÿåò ïî-
ëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî âûïîëíåíèÿ ñâîèõ ðåêóðñèâ-
íûõ âûçîâîâ, èçìåðÿåìîå îòíîñèòåëüíî äëè-
íû èñõîäíîãî àðãóìåíòà;

2) êàæäàÿ âåòêà óñëîâèé äëÿ êàæäîãî
ïðàâèëà, îïðåäåëÿþùåãî ýòó ôóíêöèþ
(âêëþ÷àÿ ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå, íà
êîòîðîå, ñîãëàñíî ýòîé âåòêå, íåîáõîäèìî
çàìåíèòü èñõîäíûé îáðàçåö) ñîäåðæèò íå
áîëåå îäíîãî å¸ ðåêóðñèâíîãî âûçîâà;

3) äëèíà êàæäîãî ïîñòîÿííîãî (ïîëó÷åí-
íîãî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ) àðãóìåíòà (íà-
õîäÿùåãîñÿ ñðàçó ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà äî
ðàçäåëèòåëÿ � òî÷êè ñ çàïÿòîé èëè ïðàâîé
ôèãóðíîé ñêîáêè) ðåêóðñèâíîãî âûçîâà ýòîé
ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò äëèíû èñõîäíîãî
àðãóìåíòà ïðàâèëà îñíîâíîé îïðåäåëÿåìîé
ôóíêöèè, ñëîæåííîé ñ êîíñòàíòîé, îäíîé
è òîé æå äëÿ âñåõ ïðèìåíåíèé ýòîãî ïðà-
âèëà;

4) âñå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ïðèíàä-
ëåæàò êëàññó FP (â ÷àñòíîñòè, ìåòàóíè-
âåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê
àðãóìåíòàì, íà÷èíàþùèìñÿ ñ èì¸í ôóíê-
öèé, ïðèíàäëåæàùèõ FP).

Òîãäà äëèíà èñïîëüçîâàííîé ïàìÿòè
ýòîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò
äëèíû èñõîäíîãî àðãóìåíòà îñíîâíîé îïðå-
äåëÿåìîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî âûïîë-
íåííîãî ðåêóðñèâíîãî âûçîâà îñíîâíîé ôóí-
êöèè äëèíà ïîñòîÿííîãî ïîëó÷åííîãî â ïðî-
öåññå âû÷èñëåíèÿ àðãóìåíòà îãðàíè÷åíà
ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû èñõîäíîãî àð-
ãóìåíòà, òàê êàê ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì
âûçîâå äëèíà åãî ïîñòîÿííîãî àðãóìåíòà
óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäíó è òó æå
êîíñòàíòó è âûïîëíåíî óñëîâèå 1).

Äëèíà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé
÷àñòè êàæäîãî ïðàâèëà îñíîâíîé ôóíêöèè â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êàæäîãî øàãà ýòîãî
ïðàâèëà îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò
äëèíû àðãóìåíòà ýòîãî ïðàâèëà. Íî ñóììà
ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïîëèíîìàìè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì. Ïîýòîìó âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëèíû èñ-
ïîëüçóåìîé ïàìÿòè îñíîâíîé ôóíêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëèíîìîì. Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå
ðåêóðñèâíîãî ñïóñêà (òî åñòü óìåíüøåíèå
äëèíû ïîñòîÿííîãî àðãóìåíòà ïðè êàæäîì
ðåêóðñèâíîì âûçîâå) âìåñòî óñëîâèÿ 2) â
ëåììå 1 è èñêëþ÷àåòñÿ å¸ óñëîâèå 1), òî â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ, íå
ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó FP.  Å¸ îïðåäåëåíèå
ìîæåò áàçèðîâàòüñÿ íà ñëåäóþùåé ðåêóðñèè

g(Λ) = 1,  g(e0s1) = g(e0)g(e0),

ãäå  e0  � ñëîâî, à  s1  � ñèìâîë.  Çäåñü è äàëåå
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Λ  èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóñòîãî
ñëîâà.

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî çíà-
÷åíèå ôóíêöèè  g  îò ñëîâà äëèíû  n  ðàâíî
1...1, ãäå 1  ïîâòîðåíà 2n  ðàç, à ÷èñëî âû-
ïîëíÿåìûõ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ðàâíî
2n+1 � 2.

Åñëè èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ, óäâàèâàþùóþ çàïèñü àðãóìåíòà,
òî, èñïîëüçîâàâ å¸ â ðåêóðñèâíîì ðàâåíñòâå
ïðåäûäóùåé ðåêóðñèè, óñòàíàâëèâàåì íåîá-
õîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â ëåììå 1 óñëîâèÿ
ñáîðî÷íîñòè èñõîäíîé ôóíêöèè.

Åñëè ôóíêöèÿ èñïîëüçóåò âñòðîåííûé
ñòåê ÿçûêà ðåôàë-5, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ýê-
ñïîíåíöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèþ, îñóùåñòâ-
ëÿþùóþ íà êàæäîì ðåêóðñèâíîì øàãå âîç-
âåäåíèå â êâàäðàò ýëåìåíòà (áîëüøåãî åäè-
íèöû) ñòåêà. Ýòîò ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò íå-
îáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â ëåììå 1
áåcñòåêîâûõ ôóíêöèé.

Ïîíÿòèå âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóð-
ñèâíî. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïîä àëôàâèòîì
áóäåì ïîíèìàòü àëôàâèò ïå÷àòàåìûõ ñèìâî-
ëîâ (âêëþ÷àÿ ïðîáåë) íà êëàâèàòóðå êîìïü-
þòåðà. Òåðìèíîì <ñëîâî> áóäåì îáîçíà÷àòü
íåïóñòîå ñëîâî â ýòîì àëôàâèòå.

Îïðåäåëåíèå âûðàæåíèÿ.
• Ïóñòîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì;
• ′<ñëîâî>′  ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì;
• s<áóêâà>, s<öèôðà> ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

(ïåðåìåííûìè äëÿ ñèìâîëîâ);
• e<áóêâà>, e<öèôðà> ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ-

ìè (ïåðåìåííûìè äëÿ ïîñòîÿííûõ âûðàæå-
íèé);

• t<áóêâà>, t<öèôðà> ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
(ïåðåìåííûìè äëÿ òåðìîâ, òî åñòü äëÿ ñèì-
âîëîâ èëè âûðàæåíèé, çàïèñàííûõ â ñïåöè-
àëüíûå ñòðóêòóðíûå êðóãëûå ñêîáêè);

• (<âûðàæåíèå>) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì;
• <âûðàæåíèå><âûðàæåíèå>   ÿâëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì.
Ïîñòîÿííûì âûðàæåíèåì íàçîâ¸ì âûðà-

æåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ. Ïóñòü
 f �  çàïèñü àëãîðèòìà.

Âûçîâ àëãîðèòìà  f  íàä âûðàæåíèåì  e
áóäåì îáîçíà÷àòü 〈fe〉. Ïî ñóùåñòâó, ýòî îáî-
çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ ââå-
äåííîé Â.Ô. Òóð÷èíûì  âñòðîåííîé ìåòà-
óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè, âû÷èñëÿþùåé ïðè-

ìåíåíèå ëþáîãî àëãîðèòìà (ñ äèíàìè÷åñêè
ïîñòðîåííîé åãî çàïèñüþ) ê óêàçàííûì äàí-
íûì, îáîçíà÷åííûì ïîñðåäñòâîì  e.

Ðåêóðñèâíûé âûçîâ íàä âûðàæåíèåì  e
áóäåì îáîçíà÷àòü   [e].

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ.

• <âûðàæåíèå>  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûì âûðàæåíèåì;

• 〈f<âûðàæåíèå>〉 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûì âûðàæåíèåì;

• [<âûðàæåíèå>] ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûì âûðàæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëà ïðîñòåéøåãî
àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Òóð÷èíà èìåþò ðîâíî
îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

• <âûðàæåíèå> →⋅ <ôóíêöèîíàëüíîå
âûðàæåíèå>,

• <âûðàæåíèå> → [<ôóíêöèîíàëüíîå
âûðàæåíèå>].

Ïðè ýòîì âñå ïåðåìåííûå èç ôóíêöèî-
íàëüíûõ âûðàæåíèé âñòðå÷àþòñÿ â ñîîò-
âåòñòâóþùåì âûðàæåíèè ïðàâèëà, íàõîäÿ-
ùåìñÿ äî çíàêà  →.

Âûðàæåíèå, íàõîäÿùååñÿ äî çíàêà  →,
áóäåì íàçûâàòü îáðàçöîì äëÿ ñðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðàâèë, ðàçäåë¸ííûõ òî÷êîé ñ çàïÿòîé,
çàêëþ÷¸ííàÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè, íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòåéøèì àëãîðèòìîì  Ìàðêîâà-
Òóð÷èíà.

Ïðèìåíåíèþ ïðàâèëà ê ïîñòîÿííîìó
âûðàæåíèþ  e  ïðåäøåñòâóåò ïðîâåðêà âîç-
ìîæíîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ ê ýòîìó âûðàæå-
íèþ. Ýòà ïðîâåðêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì âëîæåííûõ äðóã â äðóãà öèêëîâ (íà-
÷èíàÿ ñ ïóñòîãî ñëîâà êàê çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íîé äëÿ âûðàæåíèÿ) ïî äëèíå çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ èç âûðàæåíèÿ e ′, ðàñïîëîæåííî-
ãî îò íà÷àëà ïðàâèëà äî çíàêà → . Âëîæåí-
íîñòü öèêëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì  ïåð-
âûõ âõîæäåíèé  â  e ′  ïåðåìåííûõ äëÿ âûðà-
æåíèé. Äëèíà çíà÷åíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé
íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü äëèíó ïîñòîÿííîãî
ïåðåðàáàòûâàåìîãî âûðàæåíèÿ.

Â îòëè÷èå îò ÿçûêà ðåôàë-5, çäåñü âìåñ-
òî èìåí ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ èõ îïðåäå-
ëåíèÿ. Çíàê ðàâåíñòâà çàìåí¸í ñòðåëêîé
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âèäà → äëÿ ðåêóðñèâíûõ ïðàâèë è ñòðåëêîé
ñ òî÷êîé âèäà  →⋅ äëÿ çàêëþ÷èòåëüíûõ ïðà-
âèë (êàê ýòî ïðèíÿòî â çàïèñè íîðìàëüíîãî
àëãîðèòìà Ìàðêîâà).

Îïðåäåëåíèå. Óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ ïðà-
âèëà èìååò âèä  <ôóíêöèîíàëüíîå âûðà-
æåíèå>:<âûðàæåíèå>.

Çäåñü äâîåòî÷èå ÷èòàåòñÿ êàê «òèïà».
Ïðè ýòîì <âûðàæåíèå>  ìîæíî íàçûâàòü
áîëåå äëèííî � îáðàçöîì äëÿ ñðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Àëãîðèòìîì Ìàðêîâà-
Òóð÷èíà ñ îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè íàçîâ¸ì
ïðîñòåéøèé àëãîðèòì Ìàðêîâà-Òóð÷èíà, â
êîòîðîì ðàçðåøåíî èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè óñëîâèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ çà-
ïÿòîé, ïðèìåíåíèÿ ëþáîãî ïðàâèëà, êîòî-
ðûå ðàçäåëÿþòñÿ çàïÿòîé. Ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äîëæíà çàêàí÷èâàòüñÿ íåïîñ-
ðåäñòâåííî ïåðåä ñòðåëêîé. Êàæäàÿ ïåðå-
ìåííàÿ èç êàæäîãî ôóíêöèîíàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîì èç óñëîâèé
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äîëæíà âñòðå-
÷àòüñÿ äî ïåðâîé çàïÿòîé â ïðàâèëå èëè â
îäíîì èç ôóíêöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé èç
ïðåäøåñòâóþùèõ óñëîâèé â ýòîì ïðàâèëå.

Ïðèìåðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äâóìÿ
óñëîâèÿìè  e1:e3′B′e4  è  e3e4:e2   íà ïðèìåíå-
íèå ïðàâèëà ñ àðãóìåíòîì e1′A′e2  ÿâëÿåòñÿ
e1′A�e2,e1:e3′B′e4,e3e4:e2.

Òåïåðü îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû âëîæåííûõ
äðóã â äðóãà öèêëîâ ïî äëèíå ïîñòîÿííûõ
âûðàæåíèé, ïîäñòàâëÿåìûõ âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ â êà÷åñòâå èõ çíà÷åíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ è íà âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé, êîòîðûå
ïðîâåðÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåâà íàïðà-
âî. Ïðè íåóäà÷å âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî
óñëîâèÿ äëèíà çàïèñè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé ïåðåìåííîé öèêëà (ïåðåìåííûå öèê-
ëîâ óïîðÿäî÷åíû ïî ïåðâûì âõîæäåíèÿì
âñåõ ïåðåìåííûõ äëÿ âûðàæåíèé, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â îáðàçöå äëÿ ñðàâíåíèÿ) óâåëè÷èâà-
åòñÿ íà íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî. Åñëè ýòî íåâîçìîæíî, òî óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà òàêîå æå ÷èñëî äëèíà çàïèñè
çíà÷åíèÿ ïåðâîé (ñïðàâà íàëåâî â çàäàííîì
óïîðÿäî÷åíèè) ïåðåìåííîé, äëÿ êîòîðîé ýòî
âîçìîæíî (ñì. îïðåäåëåíèå íàðàùèâàíèÿ
ïåðåìåííûõ ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà â ÿçû-

êå ðåôàë-5 [2, 6]). Ïî ñóùåñòâó òàêîå èñïîëü-
çîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñëîâèé ÿâëÿ-
åòñÿ óïðîù¸ííûì è ïîëèíîìèàëüíî ýôôåê-
òèâíûì âàðèàíòîì îòêàòà (áýêòðýêèíãà) ÿçû-
êà ïðîëîã.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçðåøèì êîíåö êàæäî-
ãî ïðàâèëà (íà÷èíàÿ ñî ñòðåëêè èëè ñ äâîå-
òî÷èÿ) çàìåíÿòü íà äâîåòî÷èå ñ ïîñëåäóþ-
ùåé çàïèñüþ àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Òóð÷èíà ñ
îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè. Ðàçðåøèì òàêæå
ìíîãîêðàòíîå è âëîæåííîå ïðèìåíåíèå
ýòîãî èçìåíåíèÿ. Ïîëó÷åííûé êëàññ àëãî-
ðèòìîâ íàçîâ¸ì êëàññîì àëãîðèòìîâ Ìàð-
êîâà-Òóð÷èíà ñ äðåâîâèäíûìè ïðàâèëàìè.

Â àëãîðèòìàõ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà ñ äðåâî-
âèäíûìè ïðàâèëàìè (òàê æå, êàê è â ÿçûêå
ðåôàë-5) âîçìîæíà çàïèñü âëîæåííûõ óñëî-
âèé, ÷òî ìîæåò ïîðîäèòü äåðåâî óñëîâèé.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñëîâèé ñ ïðåäøåñòâó-
þùèì âûðàæåíèåì, âûïîëíåíèå êîòîðûõ
çàïèñûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì îäíîãî èç çàêëþ-
÷èòåëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé,
íàçîâ¸ì âåòêîé óñëîâèé äëÿ íåãî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äî  →  â çàïèñè âåòêè
óñëîâèé äëÿ ïðàâèëà â àëãîðèòìå Ìàðêîâà-
Òóð÷èíà ñ îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè ïðèñóò-
ñòâóåò ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷àþùàÿñÿ è ðàíåå
â ýòîé âåòêå, òî å¸ çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñî
çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ðàíåå. Ïîýòîìó â
çàïèñè êàæäîãî èç âñïîìîãàòåëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ ïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü íî-
âûå èìåíà ïåðåìåííûõ.

Ââåä¸ííîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà ïî ñóùå-
ñòâó, à íå ïî ôîðìå ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììîé
ÿçûêà ðåôàë-5.

Êàê è â ÿçûêå ðåôàë-5, êîíñòàíòû, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ íåïóñòûìè ñëîâàìè, çàêëþ÷åíû â
àïîñòðîôû. Òàê, íàïðèìåð, ïðàâèëî e1?e2 →
[e1e2]   (äëÿ ñòèðàíèÿ âñåõ çíàêîâ ? âíå òåê-
ñòîâ â ñòðóêòóðíûõ ñêîáêàõ) íå áóäåò îñó-
ùåñòâëåíî, òàê êàê ñèìâîë  ?  íå çàêëþ÷åí â
àïîñòðîôû. Ýòî ïðàâèëî äîëæíî áûòü çàïè-
ñàíî â âèäå e1′?′e2 → [e1e2].

Ïóñòü  f  �  îïèñàíèå ôóíêöèè,  ïîëó÷åí-
íîå äèíàìè÷åñêè (îíî íà÷èíàåòñÿ è çàêàí-
÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé åé ïðàâîé ôèãóðíûìè ñêîáêàìè,
íàõîäÿùèìèñÿ â àïîñòðîôàõ),  x � èñõîäíûå
äàííûå.  Ðàçðåøèì èñïîëüçîâàíèå çàïèñè
〈〈f 〉x〉  êàê äèíàìè÷åñêîãî èíòåðïðåòàòîðà.
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Â  f  âñå ñëóæåáíûå ñèìâîëû âçÿòû â äî-
ïîëíèòåëüíûå àïîñòðîôû. Òîãäà â 〈f 〉  ñíÿ-
òû àïîñòðîôû ó êàæäîãî ñëóæåáíîãî ñèì-
âîëà, èñïîëüçóåìîãî â  àëãîðèòìå Ìàðêîâà-
Òóð÷èíà, è çàêëþ÷åíû â àïîñòðîôû êàæäîå
ñëîâî áåç ñëóæåáíûõ ñèìâîëîâ. Ïî ñóùåñòâó
ïðîèñõîäèò «ðàñêîäèðîâàíèå» âûðàæåíèÿ â
çàïèñü ïðîãðàììû. Îáðàòíóþ îïåðàöèþ,
ïðèìåí¸ííóþ ê ïðîãðàììå P, áóäåì îáîçíà-
÷àòü ïîñðåäñòâîì #(P) è íàçûâàòü êîäîì å¸
çàïèñè.

Äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåì çíàê + âìå-
ñòî óæå çàíÿòîãî â ÿçûêå ðåôàë çíàêà ; (òî÷-
êà ñ çàïÿòîé)  äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âàðèàíòà êîì-
ïîçèöèè àëãîðèòìîâ (îáîçíà÷àåìîãî îáû÷-
íî â òðàäèöèîííûõ ïðîöåäóðíûõ ÿçûêàõ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñðåäñòâîì çíàêà ;).

Îïðåäåëåíèå. Àëãîðèòìû, ïîëó÷èâøè-
åñÿ â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ðàñøèðåíèé àë-
ãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà ñ äðåâîâèäíû-
ìè ïðàâèëàìè, áóäåì íàçûâàòü  àëãîðèòìà-
ìè Ìàðêîâà-Òóð÷èíà.

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèé 〈〉 è #() íåîá-
õîäèìî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðîãðàììû ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ â äâóõ êîäèðîâêàõ: êàê
ñóáúåêò (êîãäà îíà îáðàáàòûâàåò äàííûå) è
êàê îáúåêò (êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû äðóãîé ïðîãðàììû). Îïåðàöèÿ #(P)
ïðåâðàùàåò ñóáúåêò P â îáúåêò (ïðîãðàììó),
à ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé  〈#(P)〉
ÿâëÿåòñÿ ñóáúåêòîì è ñîâïàäàåò ñ P. Ðåçóëü-
òàò âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè  #(〈Q〉) ñîâïàäàåò
ñ  Q, åñëè Q ÿâëÿåòñÿ êîäîì çàïèñè ïðîãðàì-
ìû.

Îáîçíà÷åíèÿ
• Ïîñðåäñòâîì || x ||  îáîçíà÷àåì äëè-

íó x.
• Çíàê ≅ îçíà÷àåò óñëîâíîå ðàâåíñòâî,

èñïîëüçóåìîå â òåîðèè àëãîðèòìîâ è â òåî-
ðèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.

Ïðèìåðû
1. Óäâîåíèå ñëîâà

{e1 →⋅ e1e1}.

2. Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ âñòðîåííîãî
èíòåðïðåòàòîðà ê ïðåäûäóùåé ïðîãðàììå è
ñëîâó ab

〈{e1 →⋅ e1e1}′ab′〉 = ′abab′.

3. Çàìåíà âñåõ ñèìâîëîâ  ⇒  íà  →  âíå
ñòðóêòóðíûõ ñêîáîê

{e1 ′⇒′ e2 → [e1′→′e2];  e1 →⋅  e1}.

4. Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì

{(e1)e2 →⋅ 〈〈e1〉 e2〉}.

Âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âñòðîåííîãî
èíòåðïðåòàòîðà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðî-
ãðàììó óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà âåñüìà
êîðîòêî.

Ïðèìåíåíèå óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà,
îáîçíà÷åííîãî ïîñðåäñòâîì U, ê ïðîãðàììå
èç ïðèìåðà 1 è ñëîâó ab èìååò âèä.

U(({e1 →⋅ e1e1})′ab′) =
= 〈{e1 →⋅ e1e1}′ab′〉  =  ′abab′.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ  ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Òåîðåìà 1.  Êëàññ FP  ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì âñåõ ðåôàë-5 ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ

1) âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíî (îò äëè-
íû èñõîäíîãî àðãóìåíòà) îãðàíè÷åííîå
ñâåðõó ÷èñëî âûïîëíåííûõ å¸ ðåêóðñèâíûõ
âûçîâîâ;

2) êàæäàÿ âåòêà óñëîâèé (âêëþ÷àÿ çàê-
ëþ÷èòåëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå,
ðàñïîëîæåííîå ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà) äëÿ
êàæäîãî ïðàâèëà, îïðåäåëÿþùåãî ýòó ôóí-
êöèþ (âêëþ÷àÿ ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå,
íà êîòîðîå ñîãëàñíî ýòîé âåòêå íåîáõîäè-
ìî çàìåíèòü èñõîäíûé îáðàçåö), ñîäåðæèò
íå áîëåå îäíîãî å¸ ðåêóðñèâíîãî âûçîâà;

3) äëèíà êàæäîãî ïîñòîÿííîãî (ïîëó÷åí-
íîãî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ) àðãóìåíòà (íà-
õîäÿùåãîñÿ ìåæäó çíàêîì → èëè →⋅ è ðàç-
äåëèòåëåì � òî÷êîé ñ çàïÿòîé èëè ïðàâîé
ôèãóðíîé ñêîáêîé) ðåêóðñèâíîãî âûçîâà
ýòîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò äëèíû èñõîä-
íîãî àðãóìåíòà ïðàâèëà îñíîâíîé îïðåäå-
ëÿåìîé ôóíêöèè, ñëîæåííîé ñ êîíñòàíòîé,
îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ ïðèìåíåíèé ýòîãî
ïðàâèëà;

4) âñå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ïðèíàä-
ëåæàò êëàññó FP (â ÷àñòíîñòè, ìåòàóíè-
âåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê
àðãóìåíòàì, íà÷èíàþùèìñÿ ñ èì¸í ôóíê-
öèé, ïðèíàäëåæàùèõ FP);

5) ÿâëÿåòñÿ ñáîðî÷íîé è áåcñòåêîâîé.



Àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Òóð÷èíà è äîêàçàòåëüñòâà ïîëèíîìèàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàìì...

47ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âñåõ âûçîâîâ
âñåõ ôóíêöèé, èñïîëüçîâàííûõ â îïðåäåëå-
íèè èñõîäíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñôîðìóëè-
ðîâàííûì ÷åòûð¸ì óñëîâèÿì, íå ïðåâîñõî-
äèò ïîëèíîìà îò äëèíû å¸ èñõîäíîãî àðãó-
ìåíòà. Â ñèëó ëåììû 1, ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü òàêæå íå ïðåâîñ-
õîäèò ïîëèíîìà îò äëèíû å¸ èñõîäíîãî àð-
ãóìåíòà. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé èç
[3] î òîì, ÷òî êëàññ ðåôàë-5 ôóíêöèé, âû-
÷èñëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî âûçî-
âîâ îñíîâíîé è âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé
è èñïîëüçóþùèõ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åí-
íóþ ïàìÿòü (èçìåðÿåìóþ îò äëèíû èñõîä-
íîãî àðãóìåíòà), ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Ðàáîòà ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþ-
ùåé ôóíêöèþ èç êëàññà  FP, ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàíà ðåôàë-5 ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé  ñôîðìóëèðîâàííûì ÷åòûð¸ì óñëîâè-
ÿì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÿçûê ðåôàë-5 ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íîðìàëüíûõ àëãîðèò-
ìîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìàøèí Òüþðèí-
ãà. Ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ ìàøèíû Òüþðèí-
ãà ìîæåò áûòü ëèøü íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñ-
ëà ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ðåôàë-5-ôóíêöèè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôîðìóëèðîâêà äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ
àëãîðèòìîâ, îáðàáàòûâàþùèõ ïîñòîÿííûå
âûðàæåíèÿ ÿçûêà ðåôàë, íå èñïîëüçóåò ÿâíî
ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà èñ-
ïîëüçóåìóþ ïàìÿòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü  M �  öåëîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî. Àëãîðèòì èëè äàííûå
íàçîâ¸ì M-êîðîòêèìè, åñëè äëèíà èõ çàïè-
ñè ñîîòâåòñòâåííî íå ïðåâîñõîäèò M.

Ïîñðåäñòâîì UM îáîçíà÷èì óíèâåðñàëü-
íûé àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé íàä M-êîðîòêè-
ìè ïðîãðàììàìè è äàííûìè. Òî åñòü

〈 UM((#(P))x) 〉 ≅ P(x)

äëÿ âñåõ M-êîðîòêèõ ïðîãðàìì  P  è  M-êî-
ðîòêèõ äàííûõ  x.

Ëåììà 2.  Äëèíà çàïèñè  ïðèìåíèìîãî
íà âñåõ M-êîðîòêèõ ïðîãðàììàõ è M-êîðîò-
êèõ èñõîäíûõ äàííûõ ïðîäîëæåíèÿ óíèâåð-
ñàëüíîãî äëÿ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà
àëãîðèòìà áîëüøå, ÷åì  M � 46.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü
èìååòñÿ òàêîå ïðîäîëæåíèå  U0  óíèâåð-

ñàëüíîãî àëãîðèòìà  UM, äëèíà êîäà çàïè-
ñè êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò M � 46. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ  M-êîðîòêàÿ ïðîãðàììà  P0

{e1 →⋅  ′1′〈U0(e1)e1〉},

÷òî äëÿ âñåõ M-êîðîòêèõ äàííûõ  x  âûïîë-
íÿåòñÿ

〈 UM((#(P0))x) 〉  ≅ 1〈 U0(x)x 〉.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óñëîâíîãî ðàâåíñòâà

âñåãäà ïðèìåíèìà ê M-êîðîòêèì äàííûì x
è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ëåâàÿ ÷àñòü òàêæå âñå-
ãäà ïðèìåíèìà ê  M-êîðîòêèì äàííûì  x.
Ïîëàãàÿ  x  ðàâíûì  #(P0)  ïîëó÷àåì ïðîòè-
âîðå÷èå âèäà

〈 U0(#(P0))#(P0) 〉 = 1〈 U0(#(P0))#(P0) 〉,
åñëè ||#( P0)|| ≤  M.

Íî ||#( P0)|| = ||#(U0)|| +46. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Äëèíà çàïèñè àëãîðèòìà
Ìàðêîâà-Òóð÷èíà, âû÷èñëÿþùåãî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðîáëåìû ïðèìå-
íèìîñòè óíèâåðñàëüíîãî (äëÿ M-êîðîòêèõ
àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà è M-êîðîòêèõ
èñõîäíûõ äàííûõ) àëãîðèòìà áîëüøå, ÷åì
M � 270.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Îáîçíà-
÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîñðåä-
ñòâîì g. Äëÿ íå¸ èìååò ìåñòî

∀ x y (||x||, ||y|| ≤ M ⇒
⇒ (! 〈x〉(y) ⇔ g((x)y) = 1)).

Çäåñü è äàëåå çíàê ! îçíà÷àåò ïðèìåíèìîñòü.
Ñóùåñòâîâàíèå (M � 46)-êîðîòêîãî àëãî-

ðèòìà, ðåàëèçóþùåãî âû÷èñëåíèå âûðàæå-
íèÿ  if  〈(e1)e2〉 =1 then  〈UM(e1)e2〉  else  0,
áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü ëåììå 2, òàê êàê åãî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîãðàììû àëãîðèò-
ìà Ìàðêîâà-Òóð÷èíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

{{(e1)e2 →⋅ 〈〈#(g)〉 (e1)e2〉 (e1)e2} +
+ {′1′(e1)e2 →⋅ 〈UM(e1)e2〉; e1 →⋅ ′0′}}.

Äëèíà êîäà çàïèñè ïîñëåäíåãî àëãîðèò-
ìà ðàâíà 170 + ||#(g)|| + ||#(UM)||. Íî UM  åñòü
{(e1)e2 →⋅ 〈〈e1〉 e2〉}. Äëèíà åãî êîäà ðàâíà
54. Òåîðåìà äîêàçàíà, òàê êàê

170 + 54 + 46 = 270.

Ñëåäñòâèå 1 òåîðåìû 2. Ïðîáëåìà ïðè-
ìåíèìîñòè óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà  Ìàð-
êîâà-Òóð÷èíà ê äàííûì àëãîðèòìè÷åñêè íå-
ðàçðåøèìà.
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Ñëåäñòâèå 2 òåîðåìû 2. Íåâîçìîæíà
àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (çà-
âèñÿùàÿ îò M) àëãîðèòìîâ  Ìàðêîâà-Òóð-
÷èíà, âûñèñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ôóíêöèè äëÿ ïðîáëåìû ïðèìåíèìîñòè óíè-
âåðñàëüíîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Òóð÷èíà ê
ëþáûì M-êîðîòêèì äàííûì, îáðàáàòûâà-
åìûõ ëþáûìè M-êîðîòêèìè àëãîðèòìàìè
Ìàðêîâà-Òóð÷èíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì îò ïðîòèâíî-
ãî. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîãî àë-
ãîðèòìà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñî
ñëåäñòâèåì 1 òåîðåìû 2.

Ëåììà 3. Íåâîçìîæåí M-êîðîòêèé àë-
ãîðèòì Ìàðêîâà-Òóð÷èíà, ñòèðàþùèé çà-
ïèñü M-êîðîòêîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Òóð-
÷èíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíèé
íå ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ñòèðàþùåãî ñâîé êîä
àëãîðèòìà, òî åñòü

∀ M ¬∃B (||#(B)|| ≤ M & ∀ A(||#(A)|| ≤ M ⇒
 ⇒ (¬(〈A#(A)〉 = Λ) ⇔ 〈B#(A)〉 = Λ) )).

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî M íàéä¸òñÿ M-
êîðîòêèé  àëãîðèòì B0, òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ
M-êîðîòêèõ àëãîðèòìîâ A âåðíî

¬(〈A#(A)〉 = Λ) ⇔ 〈B0#(A)〉 = Λ).

Âçÿâ â êà÷åñòâå àëãîðèòìà  A  àëãîðèòì
B0, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå

¬(〈B0 #(B0)〉 = Λ) ⇔ 〈B0 #(B0)〉 = Λ).

Òåîðåìà 3. Ïðîáëåìà ñàìîñòèðàåìîñòè
M-êîðîòêèõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà
íå ìîæåò èìåòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóí-
êöèþ, çàäàâàåìóþ (M � 83)-êîðîòêèì àëãî-
ðèòìîì Ìàðêîâà-Òóð÷èíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò
ïðîòèâíîãî. Ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, âû-
÷èñëÿþùåãî âûðàæåíèå

if  g(A) = 0  then Λ  else  1,

ãäå g � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîáëå-
ìû, ñôîðìóëèðîâàííîé â òåîðåìå, ïðîòèâî-
ðå÷èò ëåììå 3, åñëè äëèíà êîäà àëãîðèòìà
íå ïðåâîñõîäèò M. Íî ïîñëåäíèé àëãîðèòì
ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå àëãîðèòìà Ìàð-
êîâà-Òóð÷èíà

{{e1 →⋅ 〈〈#(g)〉e1〉} + {′0′ →⋅ ; e1 →⋅ ′1′}}.

Äëèíà åãî êîäà ðîâíî íà 83 áîëüøå, ÷åì
äëèíà êîäà g. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Íåâîçìîæåí M-êîðîòêèé àë-
ãîðèòì Ìàðêîâà-Òóð÷èíà, ïðèìåíèìûé ê
M-êîðîòêîìó àëãîðèòìó Ìàðêîâà-Òóð÷èíà,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíèé íå
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíèìûì ê ñâîåé çàïèñè, òî
åñòü

∀ M ¬∃B (||#(B)|| ≤ M & ∀ A(||#(A)|| ≤ M ⇒
⇒(¬!〈A#(A)〉 ⇔ !〈B#(A)〉) )).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò
ïðîòèâíîãî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 3, âìåñòî àëãîðèòìà  A  ïîäñòàâëÿåì
àëãîðèòì  B.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà, äëÿ
êîòîðîé ïðîáëåìà íåñàìîïðèìåíèìîñòè
M-êîðîòêèõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Òóð÷èíà
íå ìîæåò èìåòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóí-
êöèþ, çàäàâàåìóþ áîëåå êîðîòêèì àëãîðèò-
ìîì Ìàðêîâà-Òóð÷èíà, òî÷íåå

∀ M ¬∃C (||#(C)|| ≤ M � 103 &

∀ x(||x|| ≤ M & !C(x) ⇒ ∀ A(||#(A)||  ≤ M ⇒
⇒ (¬ !〈A#(A)〉 ⇔ 〈C#(C)〉 = 1))) ).

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ñóùå-
ñòâîâàíèå àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî âûðà-
æåíèå   if  〈C#(A)〉 = 1  then  {e1→ e1}  else  Λ,
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4, åñëè äëèíà åãî êîäà
áóäåò äîñòàòî÷íî êîðîòêîé.

Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-
ñðåäñòâîì

{{e1 →⋅ 〈〈#(C)〉e1〉} +
+ {′0′ →⋅ 〈{e1 → e1}〉; e2 →⋅ }}.

Äëèíà åãî êîäà ïðåâîñõîäèò äëèíó êîäà
C  ðîâíî íà 103. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 4. Êàêîâî áû íè
áûëî ïîëîæèòåëüíîå öåëîå M, ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà, äëÿ êîòîðîé ïðîáëåìà ñàìîïðè-
ìåíèìîñòè M-êîðîòêèõ àëãîðèòìîâ Ìàð-
êîâà-Òóð÷èíà àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà
àëãîðèòìîì Ìàðêîâà-Òóð÷èíà, äëèíà çàïèñè
êîòîðîãî êîðî÷å,  ÷åì Ì,  íà ýòó êîíñòàíòó.

Äëÿ çàìåíû íåñàìîïðèìåíèìîñòè íà ñà-
ìîïðèìåíèìîñòü äîñòàòî÷íî ê õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèìåíèòü ôóíêöèþ,
èìåþùóþ êîðîòêóþ çàïèñü è, ñëåäîâàòåëü-
íî, êîðîòêèé êîä åå çàïèñè. À èìåííî
{′0′ → ′1′; ′1′ → ′0′}.
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Abstract

Refal5 functions and introduced by the author in [5] Markov-Turchin algorithms are under
consideration in the paper. Such an algorithm is an essential modification of a Refal5 program.
The test of its polynomial efficiency for the Turing machine implementation of such a program
is offered. This test does not use the bound on the used memory size as it was stated in [3] for
double polynomial Refal5 programs. The test is based on a special kind of recursion in a
program which is an essential generalisation of a tail recursion proposed by T. Borland for a
Turbo Prolog program. This generalisation is connected with the main Refal5 data type: a tree-
like text structured by means of brackets. For a Markov-Turchin algorithm (with a built-in
dynamical interpreter) some modifications of complexity theory theorems useful for
mathematicians-programmers have simple proofs. In other words an introduced here
mathematical notion of an algorithm modifies (mainly simplifying and combining into a single
algorithm all needed auxiliary algorithms with the use of the built-in dynamical interpreter) the
notion of a Refal5 function introduced by V.F. Turchin (see, for example, [2, 6]).  This
modification is, in particular, an extension of the Markov algorithm notion for tree-like formed
texts with the help of structural brackets. The introduction of the  built-in dynamical interpreter
(in the terminology of V.F. Turchin � the extended built-in meta-universal function) computing
an application of any dynamically received algorithm to the input data is an essential extension
of the Markov algorithm. It is known that in practice algorithms and the initial data have
bounded lengths. Theorems on variants of the halting problem for the Markov algorithm with
such a restriction are proved in the paper. More precisely, lower bounds of the length of a
Markov-Turchin algorithm (with a built-in dynamical interpreter) for the program checking
the halting problem for short programs and short data are proved.

Keywords: Turing machine, polynomial number of steps, Refal5, Markov algorithm,
complexity class FP, halting problem.
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